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£. — 10 a} 
zeR(E) <= 34€2 et NeËE: an + ii 
et 
rer) = 346€eZ2 et YISË: 2 = 29 + ia 
va et VueE, La + a = Mn + ee + AY + uy2) eZ, 
Ar, + ur eE et A1 + uyeE. 
{E) est un sous-espace vectoriel; la même démonstration s’applique à J(Z), qui est aussi un sous-espace. 
R(E) et J(E) sont un même sous-espace U{Z). — Puisque l’on à 
yeJ(E) = eZ et zeE tels que z=x+iyez et —iz=y—irei. 
yeJlE) = yeR(Z), JE) cR(E), de même R(E) cI(Z), 
donc 


RE) = JE) = {(E). 
b} Soit IT un sous-espace vectoriel de E; examinons Z{c(H)]. Par définition, 
æel et yeH= 2= x + iyec(H) —> z et yelle(H)], 
on a donc Heclfc{H)]; mais lfc{(H)] = R{c(H)}, on peut alors écrire 


zeR{c(H}]l= 2 = 2.+ iyec(H), 
donc 
zeH et Ic(H)jcH; 
on en déduit donc 
H = Uc(H)]. 


29 a) Étude de ZnE. — L’'intersection de © etde E est donc une partie de E. 
Vz, yeDnE et VA, LeR= À + pyez et Az + uyeE, 


d'où l’on déduit que 
ic +uyeznE=#2XZnE est un espace vectoriel. 


Comparaison de c(ZNE) etde Z nE. 


vzec(£nE), R(z) = re2nE et J(z) = yeZnE; 
z2= + et Z2=x—iù, 


SnE est un sous-espace vectoriel de Z entraîne que iyeZ et —iyeËz, d’où 


= x +iyei et 2=1—iyes < (1) = 2e; 


donc : . 
1e =Hze2n2-+ (2LnE)cEnz. 
Réciproquernent, 
Vreïn2= 71e et zei-# 1e et 2e2 
13 Riez et — ii = Je. 
Or, 


R(eË et J)er, donc R{)ezNnE et J{eZnE. 
EnÉceEnE), d'où Zn£=c«{£nE). 
5} Établissons la formule ZE + ÈE = HE). 
z=x+iyel=à x et yellE) = 2= x—iyecl(£)]. 


e[{{Z)] est donc un espace vectoriel et, Zec{l(Z)] et Scc[i{£)] entraîne ES + Scdl{E] 


Réciproquernent, 
Vzec[i£)]— el), yel(Z) et z=x+ iy. 
ref)=RE)<raez et z=(a— a+ 
et 
yen) =-10 rez € v=Jm=— LR; 
on a donc 
s=nteri se. 
netnez+iter = 
_ Hu + 3e2 + Les UE)lez + 2, 
netñer=>h—#ex 
donc 


S + ZE = UE]. 
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c) Un sous-espace Y de c(Ë) est un complexifié. — Par définition, il existe 
HcE et  Z— c(H). 
VzeY, 3r, yeH tels que 2= æ + iy; “= 
yeH <> — yeH et 2EeZ <=3- 3 = x — iyeË, d’où ZE. 


Si Z est un complexifié de c(E) ona 2 — 2 
Héciprogquement, soit Z un sous-espace de c(E) vérifiant l'égalité 


E=2, 


qui entraîne Z n£— ZX et, d'après la question 2°, a, Z = c(2nE); Z est donc un complexifié. 

Conclusion. — Pour qu’un sous-espace ZX de c(E) soit un complexifié, il faut et il suffit que Z soit égal à son 
conjugué Z. 

30 Sous-espace de c(E) irréeis. 

a} Dimension de [(Z). — Si ZE est irréel on a l’équivalence suivante : 


E irréel <= Zn E = {8} = c[{8}]; 


On a aussi, d’après la question 2°, a, Z ni {0} 
L'égalité Z + Z = l{Z)], établie à la question 2°, b, donne une somme &irecte pour c[{(Z)], 


_ S@È= [H{E)], 
puisque 2nZ=— {0}. 


Or, on sait que, en général, 


SH f{(E)] <> dim E + dim Ë = dim c[{(X)] + dim (Zn 2) 
et 
L@E= c[(E)] <= dim £ + dim È = dim e{{(Z)]; 


Pour que ZX soit irréel il faut et il suit que 


dim 2 + dim Ë = dim e{{(Z)], 
mais = _ 
Z2n2=0—$ dim ZX = dim}, 


la condition s'écrit alors 2 dima Z = dimg [{(Z)]. . 
8) Établissens la formule dim {(£) = 2 dim Z — dim (Sn Ë). — On a déjà vu que, pout tout £ on a 


dim £ + dim Ë = dim e[{E)] + dim(£n=E). 


40 tude des sous-espaces Z irréels. 

a) Étude des applications 2+—@(z) et 21+—2-J(:) de z dans (2). — L'application z+—+-B{z) se définit 
ainsi: æ et y étant des réels appartenant à /{Z), on considère le complexe 2 x + iy, Az) == x et J{z) = y. 

Tout z = x + iy de Z est l’image d’un élément x dans l’application z +-—— J(z), donc l’image d’un élément 
de i(Z) dans l'application 2+——- {z); cetie application est surfective ainsi que 21 3{z). Soit 2, = %o + io 
donné, cherchons tous les z, tels que z = x + iy, vérifiant R(z) = Az); on a cm et y Yo+ À (À 
réel quelconque), z = 3 + À; si À est différent de zéro, on à un vecteur 2—: # & irréel appartenant à 
HZ)ef, ce qui est impossible: 

À est sûrement nul, la seule solution de R{z) = Az) est z = 2, l'application 2! R{z) et Fapplication 
zt-—- {z:) sont injectives, donc bijectives. 

Le raisonnement montre que, si l'application xt (z) est injective, ZNnE = {8}, donc © est irréel. 

Puisque R(Z) = 42) — J(Z), la propriété de 2+—> (7) est aussi la propriété de 21 3{z). 

B} Base de Z irréel, — Soit (2, z, ...,z,) une base d’un sous-espace irréei 2, 


ER), R(z2), us HEAR Ju); BIEAR PAS J(:)1e 2), 
Z étant irréel, on a dim (2) = 2 dim £ = 2q. : 
On a vu, à la question 49, a, que (2,3, ..., 2) étant unsystème libre de e(E) entraîne que (2), R{z), ..., 
Riz) et J{z), F2), ..., J(z,) sont des systèmes libres de E. 
Supposons que pour pe, 2, ...,q, on puisse déterminer A,L,€R tel que 
# 
EN 


Iz) = 2 A, «RU (Zx) 
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et 
& : 
Zp = R(z,) + La À, PU2r) FF (5 + Xp, PI PUZp) + 7 AZ)» avec k # Ps 
k=1 k=1 
Riez ze ,e2nE = [6], Z) = 0, 
ie système Riz}, ..., Az,), J{z1), ..., J(z,) est donc un système libre de Æ et constitue une base &’un sous- 


- espace Z de E de dimension 2g < n = dim E. 
La réciproque est immédiate. 
£} Construction des sous-espaces Z irréels de c(E) par le procédé donné, — Prenons un sous-espace E de &, 
de dimension paire 2g, engendré par les vecteurs (r;,%, -.., Zog, 0,0,...,0) de Æ dans une base donnée. Consi- 
dérons l’automorphisme o(H) tel que 
CHF = — 1 
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et le sous-espace Z défini par eZ <> reH et 2=—1x+4i0{x), © étant un automorphisme de H de 
Carré — 4. 
Z est un sous-espace vectoriel c{E) et XZ est irréel, car 
z=z+io{r)eZNnE = 0(x) = 0 x = 0 7 = 0. 

Réciproquement, soit Z un sous-espace, irréei, de c(E), z2+-——Æ(z) est une application injective de ZX 
dans {(Z),8 et 3 sont deux isomorphismes de Z dans {£), 30 @-1 est un automorphisme de {{Z) dans {HZ}, 
qui à tout x de I(£) associe l'élément unique y de U(Z) tel que 

1 


Rx + iy) — en es + Has cue) ]. 


Si Pon note © cet automorphisme, tout élément de Z s'écrit 3 — æ + io{x), d’où 


2= 2 + iye —iz=y— ir et y = (x) ==> ofy) — — x; 
ofo(x)] = — zx et 6 ——1 (le carré de o est égal à — 4). 
59 a} Pas d’automorphisme o, o? = — 1, si dim H — 2g + 1. — Soit un espace réel H de dimension impaire 
et l’automorphisme © défini par la matrice carrée M à 2q + 4 lignes et colonnes. Soit D le déterminant de M. 
L'égalité o? — —1 se traduit par D? = det [— I] = (— 1)°%4#t = — 4, or D est à éléments réels et D? > 0: 
il n’existe donc pas d’automorphisme © de carré a? = — À. 


5) Matrice Q représentant o. — La base de l’espace H de dimension 2p étant l’ensemble des vecteurs 
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HE. — 10 Endomorphisme de e(E), @ = f' + ig’. — Cherchons f et g vérifiant f' + g'—œ@ donné. Soit 
a=z—+iy et (2) = o{2 + iy) = f(x) + ifly) + ilelx) + ig(y)] 
+ q(2) = fe) — el) + fly) + 8(2)] <= p(x) + iply) = Ro(z) + idp(z) 
<= fe) — 8x) = Ro(z) et fly) + gfx) = Jo(z); 
Si y=z one 
z=2+iz et flx)—gx) = Rp(z), fx) + gx) = Jp(xo), 
2) = Re(zo) + Jp(zo) et  28(x) — Jp(20) — Rp(zo), 
flz) et g(x) sont définis de façon unique à partir de +. 
2° Ensemble Ÿ des endomorphismes o ée c(E). — 4) Propriétés équivalentes. 
pet;  o(E)= (ip)(E);  o(E) = ple(E)];,  UKerç) = E, 


avec Kero — noyau de 9. 


d'où 


On a 
(Pi): ge£= p(E) — 2, sous-espace de c(E), VzeZ et ex 
— q(E) = (i)(E), 
donc {PF} P.). 
On 8 


(Pr: œ@(E) = (ip)(E) = p(E) sous-espace réel. - 
z=z+igy et o(r + iy) = q(x) + ie(y), 


puisque ® est un endomorphisme de c(E) 


, 


Te p{rjeE 
à VS die ile) = gln)} + PH) S9(E) —+ gle(B) 1e 9(E) 
F, 
E c c(E) = p(E)cofc(E)] 
donc 
ie. p(E) = ofc(E)] 


P)— PP.) 


Cn a 


(Pl: q(E) = plc(El]= VreE, VyeE et Vz=z+iy on a (e) = fl) + igly). 
fa) = qÜaleEz et g(y)=—liy)eE donc el ec(E): ee 


puisque 
ple(E)]= q(E), on à  p(r)ep(E)cc(E). 
L'image de Æ est donc un sous-espace de c(E) : pe. 
On a donc 
(Pa) = (P,), donc enfin EP) <= P,) <= 6.) 


Noyau de op [Ker(p)l; peL. — Si reE,yeËE et z—2x+ivcclE), oz) = fx) + ig(v). 


ze Ker p <= f(x) = 0, el(y) = 6 
<= 1ze Ker f € U{Ker p) et 3yel(Ker +). 

(Ps): q(E) = iq(E) <= VreE, yeE, (x) — io(y) 
2: = q{r — iy) — 0 VreE, 32 = x — iye Ker (7). 
il 

| æeR{(Ker y) = iKer p} = EcH{Ker y), 
mais on a toujours 

lUKer p)cE, donc lKer p) = £E. 
Donc on a (P,)=— (P.). 
On a 


(Pa): UKerg) = E<VreE, 1yeE,  o(r + ig) = 0 q{x) = ip(— y) = q(iy) = (io)(E), 


donc 


; (Pe) => (P:). 
Finalement 


P1) <= (P2) <= (Ps) <> (P). 
&) Rang de o appartenant (p). — Pour tout endomorphisme @ de c(E) on a 
rang ® = dim c(E) — dimo Ker p -<=>- 2 rang ç = 2 dimg Æ — 2 dim Ker +, 
Or, d’après la question 1, 30, b, on a, d’une part, 


2 dimc Ker ç = dimg {(Ker +) + dima (Ker on Ker +) 
et, d'autre part, 


pla) = fa) + de'(a) = le + ig) + ig'x + ig) = fl) + fly) — (y) + ig(x), 

o(a) = fla) — ely) + ff) + el z=2+iyekere, si f(x)—ey)=0 one fly)+elx)=0, 
plz) = fx) + gly) — ig(x) — y] 2= x +iyekerp, si f(x) + g(y)=0 ona  g(x) —/f(y) = 0. 
ze Ker pn Ker p <= f(x) — g{y) = 0, f(x) + (y) =0, fly) + ax) =0, gx) —fly)=0 
= f(x) = 0, glx) = 0, f{y) = 0, g(y) = 0 : 

<= ze{Ker fn Ker g) et ye(Ker fn Ker g); 


donc 


dime (Ker en Ker ç) — dimr (Ker fn Ker g). 
On a donc 
2 rang o = 2 dimg E — dima E — dimxg (Ker fr Ker g) 
= dimge E — dimg (Ker fn Ker g). 

3o Étmde de Lo), partie de L{o): peL <= Kerp irréei. 

e) Cas où dim E = n — 2n' + 4. — Lea formule dimr (Ker fn Ker g) — dim E— 2rangy, si Kerw est 
irréel, ce qui entraîne Ker on Ker = [8] et Ker fn Kerg — [8i, devient 

dim E = 2 rang ®, dim E — 2q 


ce qui est incompatible avec dim E — 2 n° + 1. 
Log) est vide si la dimension de Æ est impaire. 
5) Si p=/f'+ig appartient à L, alors Kerfn Kerg — {8}. 
Ker qirréel —+ 2 dim Ker 9 < dim E (d’après la question X, 4°, b) 
+ 2 rang 9 — dim E — dim (Ker fn Kerg) > dimE 
—- dim (Ker fn Ker g) < 0 —- dim (Ker fn Ker 8) = 8 
—+ Ker fn Ker g = {8}. 


Si o=/f'+ig' appartient à L, alors il existe un automorphisme © de Æ. — On a vu {question f, 40, c} 
en faisant HE, que si Kerœ est irréel, il existe un automorphisme de E, 6, de éarré ot —— 1, tel que 


2= 2 + io(r)e Ker = f'{e + io(x)] + ig'Lr + io{r})1 = © 
<= (f—goo)(2)=0,  (g+fec)(x) =0 
<= goo—=/f et —foc=g. 


c) Endomorphismes f et g de E, tels que KerfnKerg = — S'il existe un endomorphisme r ée E, 
tel que f—gor et g——for, l'endomorphisme de c(E), e = f" + ig' a son noyau Kero défini par 


2= x +ir(r)eKerp= (f—geo (x) = 0 et (g + fo <){x) = 0 
— VreE; ze Ker 
—+- {Ker g) = LE pet(o). 
plz) = flr) + iglx) = 0 <= f(x) = 0 et ga) = 0 zekerf, cekerg 
—- se Ker fn Ker g = {0} x = {6}. 
KerenE = {8}— Ker qirréel, pes. 
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Unicité de +. — On a 


f=goer=gor=}>rt—TrekKerg 
et g=—for=—for>r—"TekKerf 
donc 


— (r— +')(x)e Ker fn Ker g = {0}, 


Tete TtT=c et = —1. 
z= x + ir(x)e Ker q. 
40 Étude de (T:gor=f et for—— 8. 


4 (T) admet une solution si @e%. — On a montré, à la question IT, 3°, e, que si (T) a une solution +«, 
pe. | 


Récisroguement, si oe%, on sait que œ{E) — ig(E), donc 
VzeË, AyeE: (a) = ie(y) et fx) + ig(x) = if(y) — e(y). 


VNzeE, 3yeE: f(x) = gfx) et  gly) = — f(x). 
L'application at y vérifiant fly) — g(x) et g(y) — fix) est surjective, soit 
y tx) et gym) <= fly) = gl) et gfy) = — fl), 
Ya = (re) <> flyer) = gl) et  g(ye) = — fra), 
Ya + Ya = Te) + Tee) => fly) + lys) = (m1) + (ce) et glys) + glye) = — f(x:) — fes) 
= f(ys + ve) = gr + 2) et Elga + Ye) = — fai + Ta) 


> Yi + Ye = Tr + 2) 
ne (a + 2) = Tu) + T(e); 


+ est un endomorphisme de E «pour que @ — f" + ig' de c(E) étant donné, lesysième (T) en + aït au moins 
une solution il faut, et il suffit que o appartienne à L: pes. 

ë) pe%. Si (T) a une solution unique en +, elle en a, au moins une, — Comme on vient de ie voir à la 
question 40, a, pe; si peL et Kero irréel, pe% et d’après la question 3°, c la solution + de (FT) est 
unique et de carré — 4. 

Si pet et pe%, (T) n’a pas une solution unique, puisque, dans la question 3°, c on a montré que si la 
solution était unique Ker serait irréel et @ appartiendrait à %. 


En définitive, « Pour que (T) ait une solution unique en +, il faut et il suffit que @ appartienne à %, (ou 
pe et o irréel) ». ‘ 

Cas où dim £ — 2p: une solution de (T) est un automorphisme de carré — 1. — Par hypothèse pe%, ou 
bien pe% ou bien pe£ avec pe. 

a) Si pe, il a été établi à la question 4°, b que le système (T) a une solution unique + de carré — 1. 

B) Si peg et p&æL etsi dimE —2p{(p entier positif), on a, d’après la question IE, 4°, b, 


2 rang @ — 2p — dim (Ker fn Ker g), 
d'où 
dim (Ker fn Ker g) = 2gq. 
On peut alors déterminer un automorphisme +,, de carré — 1, de KerfnKerg vérifiant (pour @ = f" + ig') 
Vze Ker fn Ker g, gotalx) = 0 = f(x) et forilx) = 0 = — g(x). 


Soit, d'autre part, un sous-espace irréel Z de c(E) tel que Ker f — (Ker fn Ker g) + Z, Z étant le suppilé- 
mentaire de KerfnKerg dans Ker +. 
Dans {(£), on a r,, unique solütion de (T), avec 13 = —1. Si l'on considère l’endomorphisme + défini 
par 
zeE, LT = Li + Le et re Ker fn Ker g, 
z, unique et x, unique appartenant à Î(Z), + est une solution de (T) vérifiant les relations suivantes : 


= —1i et To = T0 = 0. 


XX, — Espace vectoriel euclidier de dimension n», prolongé à c(E); produit scalaire 22° = (æ + iy(e" + iy'}; 
vecteur isctroge 2° — 0; sous-espace isotrope de c(E): 2e SETI <> 72 = CO. 
10 4} Un système orthonormé des 2 vecteurs de E, üj, Us ce. Ugs Pas +. V9 ÉtaRÉ donné, 


U + in ..., U, + 


engendre un SET de dimension g. — Par définition, ww, one, Unvx et uw, sont orthogonaux si hs k. Les 
produits scalaires #,.#,, ..., son nuis et les carrés scalaires sont égaux 


=... = 4 
Soit 
#4, = Eg + ie #, = By + y; 
on a alors 
ne = pile Ph Pr + iasve + CA] = 0 
et 
wÈ E ai — LA + 2iu,v, = À. 


+, est isotroge. Le système 5», 52, ..., Wa est normé, puisque le système 3, -.., Uys gs +. Ÿa est ortho- 
normé; le système est libre et constitue une base de G. Les q vecteurs #,,...,#, forment une base du sous- 
espace irréei SETI de c(E) qu’ils engendrent. 

ë} Existence d’une structure euctidienne pour laquelle Z, soit un SETE — Soit ÆE, un espace réel et E,, 
un sous-espace irréel de son complexifié. Soit u,, ..., u,, 01, ..., 0, AVEC p & Q, les 2p vecteurs libres de Æ 
tels que w, + iv, ..., u, + iv, soit une base de ZE. On définit alors sur Æ une structure euclidienne telle 
QUE Us... Us Pis Om +. ©P SO UN Système orthogonal (question 40, a); ZX, est un SETI. 


© 


30 Endomorphisme + d’un espace euclidien. 

a} Étude des propriétés de T:{«) + est orthogonat; (8) «2 = —1;(y) Vx æ.v{x) = 0. 
(«) + orthogonal <—- r(x).r(y) = x.y, Vz et Vy. 

(B) (ro vx) = — x. 


Des relations &) et 8) on déduit 


rloror=—Tvle% Te — 71), rl=—r=tr, 
d’où 
rte) = vx). TE(x)] = — 7x) > x.r{x) = 0. 
{@) et (8) (1. 


Cu suppose («), x est orthogonal, ei {y}, Vz, x-r(x) = 0, vraies puisque + est orthogonal T{x).x = 9, 
&’où l'on tire 


etre) + rx) 0, Ve x) = — rx) = = — 1 
(a) et (= (8) 
Des deux relations (B}), r5— —1, et (y), Vx, x.r(x) = 0, on déduit 


Cale) + pl LC) + ph = 0 <> Er) + 1x + «(y = 0 
—- 1x) Ty) = xp, Vx, y. 
(8) et (y) entrainent («), + orthogonal: 
Deux des propriétés (x), (B) ou (y) de + impliquent la troisième. 
8} Sous-espace irréel Z ée c(E). — Si Vautomorphisme o associé à Z est orthogonai, on à 


Vzec(E}, [x + io(x)P — a — o{x) + Aix.o(x) = Qixo(x) = 0; 
£ est un SETI. 
Réciproquement, si Z est un SET, on a 


vVrel(Z), Le + io(x)F = 0 = Qix.o(x}, 


donc la restriction de o. à !(Z) est orthogonale; comme Z est irréel on a LZ) = E, o est orthogonai. 

Conclusion. — Z, sous-espace irréel de c(E), est un SETI si, et seulement si, o est orthogonal. 

c} Automorphisme orthogonai © de carré — 1 d’un espace euclidien. — Soit H un espace vectoriel eucli- 
dien de dimension 2p sur R, o un endomorphisme orthogonal de carré __1 de 4,2 le sous-espace vectoriel 
irréel de c(E) associé à H et Z par le procédé (P) (question de I, &°, c). 

(«) Z est un SETI. 

(B) Le système des p vecteurs de Hi: Pa Par cs Pp étant orthonormé, on obtient une base orthogonale de 


SZ en prenant Z1 Zar + + +» Zp définis par 24 = Pe + (pa). Le système [ya Yas +. Yps olyal, ---, O(Yp)] est une 
base de H que nous notons B. 


o vérifie les propriétés («) et (6) (question LIT, 29, a), donc 


Yk, Pre S(Px) = 0, 
o vérifie aussi 


Vh, k, k£#h, Tnt = PaPe — (7) - 634) + ipio(re) + ps ÿa)1 = 
et 


Pre) = — p.61) = 0. 


B est orthonormé et, dans cette base o, est représentée par Ja matrice © définie à la question 1, 50, 6. 
go Base normale d’un SETE. 
e) Tout SETX német au moins une base normale. — (ss Ze se Lg) de c(E) est dit normale lorsque 


Bash, ve Mr Ha -+er Ho) 


est ur système orthonormé de (E). Comme on l’a vu (question III, 49, a) c’est une base aormele d'un SETE. 
Réciproguement, tout SETI admet une base normale construite en considérant l’espace vectoriel euclidien 
‘et l’endomorphisme orthogonai de carré —4 associé à Z et H eten utilisant le procédé (P) employé à la 
question 29, c. 
#3 Complément en une base d’un système normal de SEYX — Soit un système normal (zu Ze vues #9) d'un 
SETI, Z;, dm£=p>g défini par 


u= x tic), €, 


H étant l’espace vectoriel associé à Z et © l'endomorphisme orthogonal de carré — associés à Z età H. 

À partir du système normal (fs, Æe, es Æghr OR forme le système orthonormé de H(yu -.. pp) tel que 
Las Pas ee Pp OÙ Pahs + o(y,}] soit une base orthonormée de H, avec y, = x (k = 4,2, ..., 0) donc une base 
normale de Z. 

40 Étude des SETI lorsque dim E — 2p où dim E = 2p + i. 

a} Tout SETI est inclus dans un SETI de dimension p. — Soit un SETI, Z, de dimension dim 2, = g, 
avec dimE—92p où dimE = 2p + 4, H, est associé à 2,6, est associé à H, et 2, 

Lans Les + + + Ep CACAPEEEE o,(x4) est une base orthonormée de H,. On peut considérer un sous-espace vectoriel 
H, de E de dimension 2p et tel que H,cH, (théorème de la base incomplète). De même on peut envisager 
une extension de o, à H,, qui soit un endormophisme orthogonal de carré — À, (endomerphisme identique 
de 1,). 


Bb} Sous-espace totalement isotrope SEX M. — 1 ï i ' S 
D À a dimension de E étant : : _ SET es i 
mal si sa dimension est p ES 


One dun + Qn 1 % dim SIFIM n 


Supposons dim E = 2p et dim SETIM = p —1, pour un SETI donné, Z,,, associé à H,_, ct o,,. Soit 
Gp 3e sous-espace vectoriel de E orthogonal à H,_, muni de la base orthonormée (g, g'). On construit deux 


SETIM distincts contenant 2, en prenant E et o,, extension de 6, à E définie par: 


Pi La 


d) one) =8, one) =—8, 
f) SNL) = — Lg, og) = 8. 


Si Z,, et Zn étaient égaux, il en résulierait que VaeR et VbeR, 3eR et IWeR: 


(a + bij{ig + ig') = (c+ dilig—ig}, d'où a=c=—c=0 et b=d=—d=0, 


le seul vecteur commun à Z,,—XZ,. et Z,, —2,, serait donc [@] contrairement à l'hypothèse. Soit, &’autre 
part, une base orthonormée (g0, g6) de G,,; le SETIM construit en posant gç — o,(g.) sera un vecteur unitaire 
perpendiculaire à g, donc g ou —g6 et o, sera sur o,, ou 6, Le SETIM construit est Z,, ou Z,.. 

$S0 E est de dimension 2p et orienté. 

4} Automorphisme direct de E. — Soit un automorphisme orthogonal © de carré — 1 sur E. Comme on l'a 
vu à la question 20, c, dans une base convenable, © est représenté par une matrice Q. Toute base sur laquelle 
o est représentée par une matrice Q est de la forme 


Cri, Las <.., Xp O(x), -.., o(x,)]; 
P 


si l'on permute les vecteurs x, et x, ainsi que o{x,) et o{x,) les bases initiale et finale ont la même orienta- 
tion, puisque le nombre de permutations est pair: tout automorphisme orthogonal ©, de carré — 1 est direct. 

3) Bases d’un automornhisme orthogonai o decarré — 1 de E représenté par la matrice Q. — Soit B et B' 
deux telles bases 


B: [xn -.., Xm G(x), -.., o(x,)] et B': [pr ...,p» o(1), ..., o(p,)]. 
Soit + l’automorphisme de passage défini par 
x) = Ye Lo(x)] = o(p4), 1<k< p. 
+ est orthogonal, on a donc 
To o(x,) = o(y,) = 60 t{x,), Toc—=ceot, 


+ est direct, d’après la question 5°, a, par suite, les bases sont de même sens. 
c} Base normale (z,, …, z,) du SETIM Z et base orthonormée (2), …, R(z,), J(2), …, J(z,). — Soit deux 
bases normales (z,, ...,z,) et (Gi, ..., &) de Z, considérons les bases de E définies par 


ER(z1), +, Rzp), (2), -..,9(2,)) et (RG), ..., R(G,), (8), ..., 9(2,)]. 


Dans ces deux bases, l’automorphisme a associé à Z età Æ a pour matrice Q. Elles sont donc de même sens, 
qui est, par définition, le sens de ZX. 
d} Automorphisme orthogonai k de ÆE, dont le prolongement k' à c(E) transforme Z en Z' deux SETIM 


donnés. — Étant donné les SETIM Z et Z', considérons les bases normales B(z,, ...,z,) et B'(z,, ...,z) de 
Z et Z’ associées aux bases orthonormées U ct U' de E définies par 
U: (Alu), ..., Rz,), Ja), -.., J(2,)] et U': [R(zi), ..., Rzp), J(zi), ..., J(22)]. 


I} existe un automorphisme À de E qui transforme (z,) en Riz) et J(z,) en J{z:) puisque Ü et U” sont 
des bases de £Æ; cet automorphisme est orthogonal (U et U’ sont orthonormées); le prolongement k' de À 
à e(E) par k'{x + iy) — h(z) + ih(y) est un automorphisme de c(E) qui transforme B en B' donc Z en 2’. 

e) Sens de Z et Z'.— Par construction À est direct si, et seulement si, Z et Z' sont de même sens. Un 
automorphisme À direct transforme un SETIM en un SETIM de même sens et réciproquement. La réciproque 
monire qu'un automorphisme indirect transforme un SETIM en un autre de sens contraire. 


60 E est de dimension 2p (non orienté). 


a) Sous-espace propre du prolongement d’un automorphisme de carré — 1 de E. — Le prolongement d'un 
automorphisme + de carré —1 de Æ est un automorphisme +’ de carré — 1 [représenté dans c{E) par la 
même matrice que + dans Æ]. Les valeurs propres À vérifient +(z) = Xz, Az —27, = —4, À Hi 


Soit Z un SETIM quelconque muni de l’automorphisme 6, soil o un automorphisme orthogonaï de carré — 1, 
+ admet Z comme espace propre si 


tx + io(x)] = ix + io(x)] = — ix + o(x), 
T{x) + it o ofx) = — ox) + 1x = o(x) — ix = Va, T= +0. 
Il y a deux automorphismes +: 1, — 0 et 7 = — 0. 


8} Endomorphisme o — f' +ig' de c(E) associé à f et g. 
«} Ker p est ur SETIME. — Supposons les automorphismes f et g de E telsque g-l0f soit un automor- 
phisme orthogonal de E de carré — 1. Posons g-lof — +, on a alors 


f=gor et for=go(—1) = —8g, 
d’où il résulte (question II, 3°, c) que 


pe£ = U{Ker o) = E(dim 2p) —$- Ker p — SETIM. 


Réciproquement, si Ker® est un SETIM, il existe + unique de carré — 4, tel que 
f—=gor, g=for= re glof= glof est orthogonal de carré — #. 
B} o(E) est un SETIM. 
pÜE) = SETIM <= VreËE,3r orthogonal, avec = —1, f(x) + ig(x) = f{x) + it o f(x) 


<= g = tof <= gof-!= +, automorphisme orthogonal de carré — À. 


